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Def. 3.A.18

④ cdga の 基本定義 と性質

円基本定義 と性質

D CDGAK
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A *oti:次数つき K 代数, Koszul 可換
d : LA

*
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*" : K線形写像 , = 0
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,
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HomCDGAEo := Hom
Ag^Homchzo(k) でを 定める 、
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ーふつうに複体のコホモロジーをとる
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- iso
.

f
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4 , 5 uqis . LeSf *が iso.
(H* B ) B

9 is で 生成 される 同値関係を よって AeqB
0 0
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≤
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D 関手 de Rham Man :微分可能多様体 の
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M → (A * (M) , d ) : de Rham複体
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Def. 3.A.15

Rmk. 3.A.11

Def. 3.A.8

Rmk. 3.A.9

Rmk. 3.A.12

https://arxiv.org/abs/math/0604626

Slogan.

国 cdga と 有理ホモトピー論Cf.“ RationalHomotopyTheory: abriefintroduction
”

D minimal model 単純な構造 の Cga に 取りかえる

Chol① ( V
,
d )

Altto i
Fact

、
随伴 A が 存在する

CDGA( AV= Vevensym *Alt
vod

,
d )

( = V の 基底 で生成 される
: 積についての 自由性

次数つき可換多項式碧環)

e
,
… … V の 斉次基氏 (次数 1 ≤ d . ≤ 2 ≤ … ) が 存在 して

任意 の β2で depEAPaa {ealacB } となるとき
、

(AV , d ) に同型な cdga) は minimal であるという

Hβ( depti =Ʃacei … es とかける )
ー

Ʃ n : 22

つまり 、dei =e 」 のような関係 が 無 い :微分 についての 自由性

(M
,
du ) : minimal

ー
単純な構造に 置きかえて調 べる。

: da の qis .

V

( it , du ) を ( iA ,
diy) の minimalmodelと u いう

D (simpy ) connected idga
どちらも equivalence で安定

( iA ,

d ) : cdga が ー

:。占然。
M : 連結 ⇒(M ) : 連結

: 連結単⇒ (*M ): 連結単

(M
,
d ) : minimal

連結単M = 0 .

() [0 →M=
K → M' =

0 → M→ . } より OK

(θ) minimal の 定義 の e, ez.
…

( 次数1 ≤ d , ≤ d 2≤… ) を 取る、 よって de 、 = O
.

M ' ≠ O を仮定する e, Cie .
d 、
= 1 ) となるので 、

e 、 Eker(Mや
)
.

d= o "

[0 →M=
k →µ≠ 0 → M→ … 1 H'(M

, d ) 口
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Prop. 3.A.16

Ex. 3.A.14 Ex. 3.A.17

Rmk. 3.A.19

D resolution

( iAid ) : 連結単 cdga は 一意 な minimalmodel を 持 つ
、

Construction 帰納的 に MnA

()HUn
"

→A(
H" )

s. を構成する
H
"

(IUnSH
"

A )

H= K
θ aebs step . (

k
, 0 ) = U
, t (単連結より H ' = 0

θ inductive step .
hnt があるとする

、
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" )

e : E ith

rexをふや2 )す( H
"

(MH "
A

) → Coker: 基底 E 、e,…
基底 5 .5

.

… : Ker ← (IHUn HA
(

) しくをふやlosed す ( 1 )
(ask-veat )

( 1 ) Un ≤ Mn[{ :} ](degxi = n ,dxi = 0 ) にdga の 構造 が 入 る
。

xi → ei として

H
"

(IUn の QK= H "
(

Mn→ H"Al)

( )HUnnt HA
(*

)

ー
単連結が要る

(国 UnE Un[{ :}](degxi =nidx =に dgaa の 構造 が 入 る
。

x 以 にとして
H
"

(IMn →
H
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H

"/(fi . ) = (IHUn" SH A(
*

)

逆にこうなるしかない 、 □
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"
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)
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ヶ
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,
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MB:
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,
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(
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…

まとめられる 、

minimal modelo 一致



Theorem.

Theorem.

https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4613-0105-9

Theorem.

Slogan.

D rational homotopy group k = Q
.

Q勘りな
… 外す

有理 も

「単連~結群
を察超

→

つまいく理由
① ホモトピ 的な情報が足りない

。 H催 (M ,IR
) ℃コホモロジーを取 る 前を見る

(A茨 M ) ② は多様体1R係数 にしか定義できない
lI de Ramh thm .

H : 鎖複体の qis. } 特異 コホモロジーにとりかえる
H * (sing

M
,
IR )←～ C *(sing M

.IR 気 Q係数 に取りかえる

。 Hsing( X,Qo
～

Cng(X ,θ ③ cdga でない (αU β ≠ (- )PEβuα

lI de kamh thuPolynomia. 」 ↑ : 鎖複体の qis.
Eupto コバウンダリー

A%! (X ) : cdga .

iecewiseIneardeRham

H * にX .)QX Fact . :To→ CDGAO が 存在する 。

上
0 Fact

.
70 CDGAa : く - > が 存在する 。

Spatial realization

( AV ,
d ) /Q が 単連結なら 、

HoaQ ) = π×( 《ΛE, d> )

X が単連結
」
Q有限型なら 、

minimal model (AV ,
d )'''t炎 (× ) により

恐 ; 。 π ×* ()

.Hom
0

(), Q ) (naz)

雰囲気 : X § : αεπ rof."Rational Homotopy Theory
"

( AU ,
d )-'''t _( ×)→、t !( Chap .

17

Vn >itr( ≡ Q
これが

Ψ 儿 m V
当

πn→Q perfect
0

1 > α>
各次数で有限次元

{単連結 。
有限有理型空間 の }

迦
> {有限型 minimal edga 3有理 ホモトピー 型 Auのminiamlmodel

の 同型類

t! は 有理 ホモトピーのテータを迅持つ
→

ー

https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4613-0105-9
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4613-0105-9


Slogan.

Theorem.

Homotopy
Transfer

Theorem.

https://arxiv.org/pdf/2310.11824

国 Coalgebra X
,Y : 単連結 (cf. ' Higher stuctures in Rational

X (t!(X)
Q
11 Homotopy Theop

")
cdgo H *LX

If-weq女 8i fledga どんな情報が 失われる、
Y YA、( ) H * Y( ) 何を 足せばよいかか

Q2
. CYing(X ,θ は cdgaではなかったが 、ほぼ cdgaだった。 (pto コバウンダッ )

DCo-algbra edga- Co
-algetraなが自明

Cheo( k) AlgkMgr

飛感 … い
A*

十

Leibniz

ingThisherwnは省略
ひeつの 圏 にまとまる。

0 CDGAK ( A,d , m ) Ardk

H催 (MIR) 「や '
1 Ψ

'

I

丬 CoRing a (itid ,
m
,
0
,
0 . ) Apudk

de Ramh thm
.

ー
m3以降自明

H * (sng
M
,
IR ) ～

C * (ngM
, IR ) '

0 A2 ( Cn,d , v ,ms , …

) は Co-ulgになる 。
さらに A!≈ CYingasCo-alg.

H * (sing
X
, )Q ～ sing(X ,Q (

x -quasi - iso .

it : Co- alg . に対 し 、 H*(A ) に
de Ramh thm

. 不( 自然 に ) Co- alg の構造 が入 り.然*ゃ…
…い
it ≈ H *(A)asCo-alg.

～ 1

ー

X A!(X) AI
.
H *(X) ≥

8l-weqs li Ca 's (f Co m3以降 が情報を持つ 、

丫 Ytu( ) H * Y( )

tx - iso
.

https://arxiv.org/pdf/2310.11824
https://arxiv.org/pdf/2310.11824


Def. 3.A.20

Def. 3.A.21

Prop. 3.A.28

Cor. 3.A.24

Cor. 3.A.22 (ddᶜ-lemma)

Def. 3.A.25

Cor. 3.A.26

Cor. 3.A.27

Rmk. 3.A.29

Slogan.

https://arxiv.org/pdf/1703.06816

④ formality of cpt Kahler manifolcs

。 ( A* (*
,
dgau部分

。 o .
… )

θ

2 lqis → 有理ホモトヒーの情報 が higher側 に逃げる
…

( H *(X) ,
0
,

U
,
ms
,

… ' : minimal
.

もして 「 qis as Co-alg .
自明 なら

、
有理ホモトピーの 情報 は

ー
…

( H *(X) ,
0
,

U
,

O
,

… ) コホモロジー環が全て持っていることになる
。

A formality formal = higher なホモトピー情報 が 無 い
、

。 ((A
,
des ) : cdga が
formal (it ,dy)

a

(B
,
ds = 0 )

⇒ (
t
,du

)( H *((A, da) , 0
) .

. M : mfd が

formal(HM ) が formal.

D Kahler manifold 拡張 がある
ー

cpt Kahler manifold は formal . 正山世
い

① 複素多様体の A
*

には d = 2 + 2 の 他 に “ = - i ( a - ∂ ) が入 る
。

cpt Kahler なら Imdan Kerd = Imdk )技術的中心

②
ー ー

dAk *" (× )d
(A* X ) " 学 (A*

×) 一 1倍可換 ? tk~( X)☆… : 2重複体

fais .

ー

d 台 t* *" (× )
s

.

ー

u u U

A*
(X)= [ . … → tXe

d
, A
* (X)

d
> itk(x … 1 : d - 閉形式

↓qis. ↓ ↓ ↓ /Imck

H食 (X ) = [ … → "HaX )d
,
* Ha'( ×

)
d
,
Ha (X) → … 1

"
。

い
。

Δ よって XicptKahler なら H *( X
,1R ) ≡H (X )

. H* ( (*× ), d ) ≡
H * ((* ×)

,
d)

https://arxiv.org/pdf/1703.06816
https://arxiv.org/pdf/1703.06816


Cor. 3.A.22 (ddᶜ-lemma)

Rmk. 3.A.23 (dᶜd-lemma)

Cor. 3.A.24

Cor. 3.A.26

Cor. 3.A.27

Cor. 3.A.28

D proofs .

A
*
= (X) ,=(* XK

以下 X - cpt Kahler . (Kahleridを 使 う )
H* = H*(A* ), 食 = H食 ((A *)

ImenKerd = Imdd ≤ iAk

ーθ ー
V

Ak-Akifk iAkt" 6 →1 α

l 1 d い k " 1C
mId β や 4β や④s = - 4%

な }↓① 十
O

十

t) *- " εKeraoKer2 ← Kere § d*8= -8 →-d8 = 0

① 十 →
.

mId* d*8
σ
疒

d*
√

δ o = d *8, d
'
8) =1* 81?

Keren Ind = Imd ≤ it
(

bydefofde.
¿*Aa→ A*

は qis.

θ d (Kerde) → Imd α
m→ a ε KerdenImd

1
Kerdenkerds Kerd 金 グ IdImdck

£ 北 1 ≤ d (Kerde)

IIHk*)Ht α* 0 →α= 0
. xinj

々
KKerIrkera 2 e → surj .

*.
H

‰は qis.

② inj は 同様

d (Kerde) → Imde da = dd
βヨ

1

Kerdenkerd →Kerea -dβ a

北 ー

HK()図 ‰ し ↳

む

→ surj .

H花 の 微分 は 自明、

θ dCuAk - y
d
, d(utk ) -( )dβ

1

uta ds t= Kerde α → dαε ImdI
北 北
*
Ha

d
,

*Haal 委 δ =4β
ヨ

0

cpt Kahler manifold は formal . 小



Rmk. 3.A.30
https://arxiv.org/pdf/math/9805072

Rmk. 3.A.30

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-30362-3

https://arxiv.org/abs/1506.06574
https://arxiv.org/abs/dg-ga/9703001

dΔ-lemma

Danalogy,of. " Formalityofcanonical symplecticcomplexesandFrobenius manifolds
"

X : HardLefschetz をみたすシンプレクティック 多様体 とする

ーシンプレ形式由来のもの
、

① シンプレクティック 多様体の A
*

には d の 他に A = ( sgn)* d * が 入る 。

Hard Lefschez なら ImAr Kerd = ImdA )技術的中心

②
ー ー

A
→

AK" (× )
“

d

(t* X ) " 学 ( A* × )
-

一 1倍可換
>

Ak
2(X )☆…: 2重複体

Cfais .

ー

1 ? A** (× )SA
ー

u U

KerA = t . … →KerAtdoKer d ,Ker → … 1 : A - 閉形式

↓ qis . ↓ れ ↓ /ImA
こ こまではH*(X ) = も … → H

^ (× )
,
He*( x

)
≥ H* (X) → … 1」 ; まくいく

、

KerA が積で閉じないため、これは cdganequivalenceではない、

上 の Pd- に加え
D stuctures

. (cf . " Algetraic Operads
"

他
‰ 複体

微分 d

lg dg Lie nns
L ∞

co a

Leibniz mle

*

Tpriards.

firtvo
八

( compatidility )

土合歌
則
,Koszul換 Sacobiidentity ,

反対称

積 。 Poisson rel
. bracket [

.
]

結合的環 Lie代ド

(stong) differential 2アトGerstewhaber alg ' Frobenius mfd
.

( compatitility )
(rhnuatenalyhiftedpoisonios dGBVag . {

「
d4- lemma など

があれば

:Leibuizの破れ

TBrr..sotit)[a . $]
A
= -Dlal (Alaが - A )aカー( -)1

a'aA(か)

https://arxiv.org/pdf/math/9805072
https://arxiv.org/pdf/math/9805072
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-30362-3
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-30362-3
https://arxiv.org/abs/1506.06574
https://arxiv.org/abs/1506.06574
https://arxiv.org/abs/dg-ga/9703001
https://arxiv.org/abs/dg-ga/9703001


Homotopy
Transfer

https://arxiv.org/pdf/2310.11824

Def. 3.A.31

Theorem.

Slogan.

回 Massey triple product (ef. " Higher stmotues in Rational Homotopy Theoy
")

recall
.

(t * , 4 , 積
,
ms
, … )A * のCo-alg の 構造 は

2 I qis as cdga . -canonical non- canonical transfer
著

( H *(A* ) , 0 . ,

'

'

… ' 不自然
に
～

H * に 移植される
U M3
～ Lupto o- iso .

CoRing
こいつ が取りうる範囲 を考える

" ms (x ,β, 6 ) の 取りらる範囲
” HP

～ め
*"… : (集合 値写像 い

Hや
構造の範囲

Massey Product = H
に
入るCa木造遘の 範囲。

Δ αε HP (M , IR)

β EHG (M , 1R) が 皆沿 をみたすとする 。

d ε HYM , IR)
D
, β.℃ :各々のリフト

(x , p. d > : = 1frδ ttypang Inβ= df 1 ≤ HPt9tr- "(M
,IR

～

β r 8 = dg

; ) <α , β, 6 ) は mod( HPta.". H^+HP.H
*リで

ひとつの 乱 を定める
、 (これもく >でかく )

i ;) H(*M
,1R ) にhomotopytransfer で入る 億 のCo-algの構造 に 対

し

ms (α, βd ) ε<α , β, d ) lifss is defined ) 、

i ; i)逆に任意の x く α, β ,6 〉 は 、 ある HM,1R ) のCo-alg の構造 で
x = ms (α, βd ) (up to sign) と 実現されるる

HPtatr- 、 (M , 1R)
; ) 大きさの制限 ; ) : ; ) : ; ; ) 証明略

⑫ー ; ) はやるだけ

ー くα 、β ,8> ii ) 像 Ʃ<α ,β,δ>

HTYいH '+Hi、H- 以
)/↑( これの iii )像 エ <α ,β,d>

\構造( H*,O ,v , ms , … )

この構成 は任意 のA
*

: cdga に対 して 行うことができる 、

(また 、triple以上 の n-foldproductも定義 される

https://arxiv.org/pdf/2310.11824
https://arxiv.org/pdf/2310.11824


Construction.

Prop. 3.A.33

Ex. 3.A.34

D metrics determine Co M : cpt を仮定

HPta+r- "(M
,1R )

Fact M 上 に metricを決めるとM(A ) の Co-構造を

邇 H*(M , 1R )にcanonicd
に

n っすことができる。

M()t homotopy fransfer
u

d *G GA* M( ) Ʃ H*(M , 1R )
C∞ M上の
構造 ← metirc

m

計量依存 swn
誘導, c∞

ー

g をM 上 の metric とする
。

d* : d の 随伴 : A*
→

it*
-1

→ 1 G: Coreen operator : iA
*

→it
* ( Imd ①Im*路り

αε HP (M . 1R)

任意の β EHO (M , 1R) に 対 し 、∞β@
:各々のリフトを取り

、

d EHTM ,
IR)

well -def .

<x , β, d >
g
: = ( G*

(D^β) ^☆- ( -DPDnBGd*( ^λ)
ε HP++-、 (MIR)

の harmonic part
)

D -formaliyn and Massey tiple product
や H4 の Co-構造 がap 積 (in ェ nみで決まる

。 H感λ

～(s(,8>～ →M 3以降 の 自由度が無い 、

～

Masseyproduct.

formal odga の Massey triple- product は 楽 } .

θ F : A → B . cdga の 射 について

F (α* ,β .λ ) = < t,F *β. F
*α>.

d = 0 なる cdga のく > は 自明、

ー 内在的計算
Massey tripeproduct の 非自明 さは 、

Kahler構造入がらない証明 に使 える
、

e .g - 岩澤多様体 (Cf. § 2 . 1


